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Die Gottin empfing mich, ergriff voll Huld meine Rechte, nahm das Wort und sprach: »Jiingling,
der Du, von gottlichen Wagenlenkern geleitet, mit den Rossen, die Dich tragen, Dich unserm
Haus nahst, sei mir gegriifit! Kein geringeres Geschick, sondern Themis und Dike leitete Dich,
diesen Weg zu nehmen, der da auflerhalb ist der von Menschen betretenen Pfade. So sollst Du
denn alles erfahren: der wohlgerundeten Wahrheit nie wankendes Herz und das Scheinwesen
menschlicher Setzung, die ohne Verla$ ist und ohne Wahrheit. Aber gleichwohl sollst Du auch
das erfahren, wie das nur Gesetzte geltend werden sollte und wie solche Geltung alles mit ihrem
Scheinwesen hat durchdringen miissen]|. . .]<?
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Kapitel 1

Einleitung und Ubersicht

Die Quantenmechanik dissipativer Systeme hat im letzten Jahrzehnt ein grofles In-
teresse genossen. Aufbauend auf den Arbeiten von Feynman und Vernon [1] sowie
Caldeira und Leggett [2, 3] wurde ein Formalismus entwickelt, der auf Fragestel-
lungen des Zerfalls eines metastabilen Teilchens [4]-[7], der Dynamik und Ther-
modynamik eines gedampften harmonischen Oszillators [8]-[11] und des Teilchens
im Doppeltopf bzw. Zwei-Zustands—System [12]-[22] ebenso angewandt werden
kann wie auf das Tunneln mit Coulombblockade in Josephsonkontakten [2], [23]—
[29], [51], um nur ein paar Beispiele zu nennen. Einen umfassenden Uberblick
tiber den Stand der Forschung gibt das Buch von Weiss [30].

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit den Transporteigenschaften eines quan-
tenmechanischen Teilchens mit einem translativen Freiheitsgrad, welches an ein
Wairmebad gekoppelt ist und sich in einem periodischen Potential unter der Wir-
kung einer duBeren Kraft bewegt [31]-[43]. Die klassischen Gleichungen entspre-
chen zudem formal den Josephsongleichungen, so daf3 sich die Ergebnisse auch
zur Berechnung der Strom—Spannungskennlinie von Josephson—Tunnelkontakten
mit parallelgeschaltetem ohmschen Widerstand und der Dynamik des Tunnelns
des magnetischen Flusses in einem SQUID heranziehen lassen [2, 29, 42]. Nur in
einem gewissen Rahmen, und zwar fiir rdumlich lokalisierte Vorgénge, lassen sich
die Ergebnisse auf die Diffusion geladener Teilchen in Metallen anwenden [44]-[53].
Nach Waxman [54] ist ihr Anwendungsrahmen gegebenenfalls aber auch grofler.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Diskussion und Erweiterung der Dualitéts-
transformation, die die Dynamik eines Teilchens im Tight-Binding-Gitter mit
der im Cosinuspotential verkniipft [64, 65]. Die Erweiterung dieser Abbildung
auf beliebige spektrale Dichten geschieht zunéchst anhand der formal exakten
Ausdriicke fiir die ersten beiden Momente. Anschliefflend wird auch die direkte
Abbildung der Hamiltonians beider Systeme aufeinander durchgefiihrt.

Weiterhin werten wir die formal exakten Ergebnisse im Cosinuspotentials fiir su-
perohmsche Dissipation aus und gelangen zu neuen Ergebnissen. Danach ver-
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halten sich die ersten beiden Momente linear mit der Zeit und gehorchen der
Einsteinrelation. Damit wird eine Liicke geschlossen, die in der bisherigen Lite-
ratur bestand [41]. Fiir subohmsche Dissipation im Tight-Binding-Gitter zeigen
wir, daf sich das erste Moment fiir beliebige Kréfte wie beim freien Brownschen
Teilchen verhélt, nachdem dies fiir kleine Kréfte bereits bekannt war [39].

Im folgenden geben wir eine Ubersicht iiber den Inhalt der einzelnen Kapitel an.

Die Bewegung des Teilchens wird im klassischen Limes durch eine eindimensionale
Langevingleichung beschrieben, in der sich das Warmebad iiber den Dampfungs-
kern und eine stochastische Kraft bemerkbar macht. Beide Einfliisse sind nicht
unabhéngig voneinander, sondern durch das Fluktuations-Dissipations—Theorem
miteinander verkniipft. Das Auftreten des Dampfungskerns fithrt dazu, dafl die
Bewegung des Teilchens irreversibel ist; die Zeitumkehrinvarianz ist verletzt. Dies
ist eine Konsequenz des thermodynamischen Limes, in dem die Zahl der Freiheits-
grade des Bades gegen unendlich geht.

Im Rahmen der Quantenmechanik tritt mit der Interferenz bzw. Kohérenz ein
Effekt auf, der im Rahmen der klassischen Mechanik unbekannt ist. Auch er wird
durch das Wérmebad beeinflult. Die Zerstorung der Kohédrenz beruht wie die
Rauschkraft der Langevingleichung auf der stochastischen Natur des Warmeba-
des im thermodynamischen Limes. Mit steigender Temperatur des Warmebades
nimmt die Kohdrenz immer mehr ab, bis der klassische Limes erreicht wird. Da-
bei ist die Existenz einer in vielen Fillen wohldefinierten Ubergangstemperatur
T* bemerkenswert [5].

In der Quantenmechanik dient die reduzierte Dichtematrix zur Beschreibung der
Dynamik eines effektiven Einteilchensytems. Es existieren mehrere Methoden, die
Zeitentwicklung dieser Matrix zu beschreiben. Sie fithren zu erweiterten Pauli-
Mastergleichungen in Form von Integro-Differentialgleichungen oder Differential-
gleichungen mit zeitabhéngigen Koeffizienten [55]. Einen anderen Ansatz verfolgt
die lineare Antworttheorie, mit der Vielteilchensysteme auch bei endlichen Tem-
peraturen behandelt werden konnen. Sie liefert dabei auch Aussagen iiber die
Einteilcheneigenschaften [56]-[63].

Eine fiir unsere Aufgabenstellung optimal angepafite Beschreibungsweise ist die
von Feynman und Vernon [1], in deren Rahmen die reduzierte Dichtematrix in
Ortsdarstellung als doppeltes Funktionalintegral' ausgedriickt wird; der Einfluf
des Warmebads macht sich allein in der Kopplung der Beitrage beider Wege be-
merkbar. Mit diesem Formalismus ist ein direkter Zugang zur Dynamik gegeben.

Das Caldeira—Leggett—Modell beschreibt das Warmebad als Ansammlung von har-
monischen Oszillatoren [2, 3]. Es kénnen unterschiedliche Béder modelliert wer-
den. Alle fiir das Subsystem wesentlichen Eigenschaften des Bades kénnen iiber
eine gewichtete spektrale Dichtefunktion der Badoszillatoren ausgedriickt werden.

lauch Pfadintegral; engl.: path integral



Das Modell liefert klassisch die Langevingleichung und kann ohne weiteres auf die
Quantenmechanik iibertragen werden. Fiir das Caldeira-Leggett—Modell erhalt
die Kopplung der Wege eine Form, in der die verallgemeinerte dynamische Sus-
zeptibilitdt der Badoszillatoren auftritt. Die semiklassische Ndherung des Funk-
tionalintegrals fithrt zur Langevingleichung und gibt somit einen tieferen Einblick
in die Natur der gewéhlten Beschreibungsweise.

Das 2. Kapitel stellt eine Einfithrung in die soeben beschriebenen mathemati-
schen, physikalischen und methodischen Grundlagen dar.

Im 3. Kapitel wird der Tight-Binding-Limes behandelt. Das Teilchen bewegt
sich auf einem diskreten Gitter, der Transport geschieht durch Tunneln. Mit Hilfe
der Instantonentechnik ist es im Rahmen der Funktionalintegralmethode moglich,
diese Tunnelprozesse nichtperturbativ einzubeziehen. Damit erhélt man formal
exakte Ergebnisse. Sie sind Ausgangspunkt fiir die Formulierung allgemeiner Aus-
sagen, worunter auch die Einsteinrelation féllt. Es werden einige bekannte analy-
tische Ergebnisse vorgestellt, um die Problemstellung sowie die Rechentechniken
fiir das weitere Vorgehen zu verdeutlichen.

Im 4. Kapitel wird eine erweiterte Rechnung fiir Badder mit farbigem Rauschen
vorgestellt. Wir behandeln das nichtlineare erste Moment im Fall subohmscher
Déampfung.

Im 5. Kapitel wird die Bewegung in einem Cosinuspotential behandelt. Auch in
diesem Fall ist es moglich, die Pfadintegrale zu lésen, und man gelangt erneut zu
formal exakten Ausdriicken.

Das 6. Kapitel fiihrt in die Dualitiatstransformation ein, einer Abbildung zwi-
schen Groflen und Parametern von Cosinuspotential und Tight-Binding-Modell.
Die Natur des Transportmechanismus im Cosinuspotential ist eine voéllig ande-
re als im Tight-Binding-Modell; die Bewegung ist rdumlich kontinuierlich und
somit auch topologisch génzlich verschieden. Um so bemerkenswerter ist somit
die Existenz einer Abbildung beider Systeme aufeinander, die von Schmid [64]
sowie Fisher und Zwerger [65] fiir den Fall ohmscher Dissipation, also weiflen
Rauschens, aufgestellt wurde. Einen breiten Raum nimmt die Verallgemeinerung
dieser Transformation auf Systeme ein, in denen das Teilchen farbigem Rauschen
ausgesetzt ist, das Bad also durch nichtohmsche spektrale Dichten beschrieben
wird.

Im 7. Kapitel wird dargelegt, wie es mit Hilfe der verallgemeinerten Dualitéts-
transformation gelingt, das Langzeitverhalten im Cosinuspotential fiir superohm-
sche spektrale Dichten zu finden. Zudem werden bereits bekannte Ergebnisse fiir
ohmsche und subohmsche Dissipation reproduziert.

In Kapitel 8 wenden wir uns einer direkten Transformation zwischen Cosinus-
potential und Tight-Binding-Gitter zu. Dieses Kapitel bildet den Hauptteil der
vorliegenden Arbeit.



Das Kapitel 9 widmet sich kurz der experimentellen Uberpriifbarkeit der Ergeb-
nisse und geht auf ab initio Herleitungen zum Transport in Metallen ein. Weiter
wird der Zusammenhang zwischen dem Transport im periodischen Potential und
der Strom—Spannungscharakteristik von Josephsonkontakten erldutert.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse bildet den Abschlufl dieser Arbeit.

Die gewéhlte Darstellung stellt den Versuch dar, einen Mittelweg zwischen einem
in sich abgeschlossenen und einem mathematisch konzisen Zugang zur behandelten
Thematik zu finden. Ziel war es, eine gute Lesbarkeit mit einem moglichst groflem
Informationsgehalt zu verbinden. Neue Ergebnisse befinden sich in den Kapiteln
4, 6, 7und 8. Der Autor wiinscht dem Leser eine anregende Lektiire.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Das klassische diffusive Teilchen

Die Beschreibung eines klassischen Teilchens in Ankopplung an ein Wérmebad
geschieht am einfachsten durch Aufstellen einer effektiven Bewegungsgleichung
fiir das Teilchen, in der die dynamischen Eigenschaften des Bades nicht mehr
vorkommen. Wir beschrianken uns dabei auf den Fall, dafl dies mit einer Langevin—
Gleichung der allgemeinen Form

mit) + [t e =)0 + 5L — et (2.)
gelingt. n(t) ist der Dampfungskern und beschreibt die Dissipation. Da die Ge-
schwindigkeit linear auftritt, spricht man von linearer Reibung. £(t) ist die stocha-
stische Kraft, die das Bad auf das Teilchen ausiibt. Dabei soll fiir die Mittelung
dieser Kraft iiber die verschiedenen Rauschkrafttrajektorien £(¢) im Sinne eines
klassischen stochastischen Prozesses

(&) =0 (2.2)
gelten.

Die Langevin—Gleichung unterscheidet sich von einer Newtonschen Bewegungsglei-
chung neben ihrer stochastischen Natur noch dadurch, daf} sie nicht zeitumkehrin-
variant ist. Dies ist ein Ergebnis des thermodynamischen Limes, in dem das Bad
unendlich viele Freiheitsgrade hat, die Poincarésche Wiederkehrzeit also unend-
lich grof ist. Die Gleichung beschreibt zudem Gedéchtniseffekte, da die Dynamik
des Bades zu einer effektiven Selbstwechselwirkung des Teilchens zu verschiedenen
Zeiten fithrt. Darauf werden wir im néchsten Abschnitt néher eingehen. Damit
die Kausalitdat nicht verletzt wird, ist

n(t)=0 firt <0 (2.3)



zu fordern. Prépariert man das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = t(, so ist seine
Trajektorie zu kleineren Zeiten nicht definiert; die Integration im Dampfungsterm
von (2.1) beginnt dann bei .

2.2 Das Caldeira—Leggett—Modell

2.2.1 Der Hamiltonian

Ein Modell fiir das Bad und die Kopplung zwischen ihm und dem Teilchen ist das
von Caldeira und Leggett! [2, 3], welches auch spéter fiir die quantenmechanische
Behandlung der Diffusion die Grundlage bilden wird. Dieser phdnomenologische
Ansatz behandelt das Bad in einer linearen Antwortnéherung und ist ein Vertreter
mehrerer anderer denkbarer Modelle mit &hnlichen Eigenschaften. Auf die Ver-
suche, einen solchen Hamiltonian herzuleiten, werden wir kurz im letzten Kapitel
zuriickkommen.

Das Bad wird durch eine Ansammlung von harmonischen Oszillatoren beschrie-
ben. Der Hamiltonian des Gesamtsystems hat dabei die Form

H(q,p,{w:},{pi})

1 2
- —F
5P +Volg) — Fg+> {

L L <xi— Ci(q>q>2} . (2.4)

Die Summation erstreckt sich iiber alle Badoszillatoren. Die Kopplung zwischen
Bad und Teilchen erfolgt iiber die Ortskoordinaten und ist zunéchst linear in den
Badkoordinaten, jedoch nicht in der Teilchenkoordinate. Es wird also angenom-
men, dafl die Badfreiheitsgrade nur schwach gestort werden und im Rahmen einer
linearen Antwortnéherung behandelt werden kénnen. Da das Bad sehr viele Os-
zillatoren enthélt, bedeutet diese Annahme keine Einschrinkung fiir die Grofle
des Einflusses des Warmebads auf das Teilsystem. Im folgenden werden wir uns
nur noch mit dem Fall einer linearen Kopplung auch in der Teilchenkoordinate
beschéftigen. Dem entspricht C;(q) = C; = const. Andernfalls wiirde man zu ei-
ner zustandsabhéngigen Reibung gelangen, deren Behandlung nur schwer maoglich
erscheint [2].

Dariiberhinaus ist eine Renormierung des Potentials durch die Kopplung im obi-
gen Ausdruck kompensiert. Nach der Relaxation des Bades in das Energiemini-
mum beziiglich einer festen Teilchenkoodinate bewegt sich das Teilchen im effek-
tiven Potential V5(q). Wird das Teilchen einer dufleren Kraft ausgesetzt, steht

!Das Modell hat eine lange Geschichte und wurde schon in den 60er Jahren von Rubin [66, 67],
Senetzky [68], Ford, Kac und Mazur [69], Ullersma [70] und Zwanzig [71] zur Beschreibung
dissipativer Systeme benutzt.



seiner ungehinderten Beschleunigung die quadratische Deformation des nackten
Potentials durch die Badoszillatoren entgegen. Die Oszillatoren mit den klein-
sten Schwingungsfrequenzen folgen dem Teilchen am langsamsten und bestimmen
somit dessen Langzeitverhalten.

2.2.2 Die spektrale Dichte der Kopplung

Die Ankopplung an das Warmebad wird im Caldeira-Leggett—Modell durch die
gewichtete spektrale Dichte

Jw) =353 i

i=1 MWi

O(w — wy) (2.5)

charakterisiert. Im thermodynamischen Limes N — oo wird J(w) zu einer stetigen
Funktion. Sie wird gelegentlich als ungerade Funktion auf (—oo, +00) aufgefafit.

Die Kopplung an das Bad wird qualitativ nach ihrem Verhalten im niederfrequen-
ten Bereich des Spektrums klassifiziert. Wird sie dort durch

J(w) = nw® = my,w’ (w—0) (2.6)

beschrieben, so hat man fiir 0 < s < 1 subohmsche, fiir s = 1 ohmsche und fiir
s > 2 superohmsche Dissipation. Strikt ohmsche Dissipation liegt fiir

J(w) = nw = myw (2.7)
vor. Die spektrale Dichte 148t sich zum Beispiel fiir akustische Phononen bei
isotroper Kopplung in der Form [30]

J(w) = o) L) 23)

schreiben, in der sie durch die Zustandsdichte p(w), die Kopplungsstérkefunkti-
on g(w) und die Dispersionsbeziehung k(w) ausgedriickt wird. D gibt die Zahl
der Dimensionen an. In Kapitel 8 werden wir ndher auf mikroskopische Modelle
eingehen.

Die Zahl der Parameter des Bades 148t sich haufig durch die Forderung

reduzieren. Dann nimmt der Kopplungsterm eine einfache Form an und lat die
anschauliche Interpretation zu, dafi an das Teilchen direkt harmonische Oszilla-
toren befestigt sind. Es verbleiben geniigend Freiheiten, eine beliebige spektrale
Dichte zu modellieren, die nun die Form

J(w) => wiCid(w — w;) = wC(w)p(w) (2.10)

=1

annimmt. C(w) ist erneut eine Kopplungsstérkefunktion.



2.2.3 Die Bewegungsgleichung

Die klassischen Bewegungsgleichungen zum Caldeira—Leggett—Hamiltonian lauten
nach Fouriertransformation

mi) + 30 (a6 - S8 ) = o,

miw?

W2 (w) — w? <:zi(w)—ciq~(w)> ~ 0. (2.11)

Diese Gleichungen sind wegen der Linearitat der Kopplung nach den Badoszilla-
toren auflosbar:

Ti(w) = #@w?) + %5(@0 —w;) + gé(w + w;) . (2.12)

Die 6-Funktionen treten wegen der Unbestimmtheit des Ausdruckes (w? —w?)Z;(w)
an den Stellen w = f+w; auf und liefern den homogenen Teil der Losung.

Die verbleibende effektive Bewegungsgleichung fiir das Teilchen

mw?(w) + K(w)d(w) — I7’(w) = —% ZCZ- (Aid(w —w;) + A7d(w +wy)) = —é(w)

(2.13)
entspricht der fouriertransformierten Langevingleichung (2.1).
Bei der Riicktransformation kann man im Dampfungsterm mit
K (w) = iwn(w) = iwmy(w) (2.14)

einen Faktor iw auf §(w) abwilzen. Prépariert man das Teilchen zum Zeitpunkt
t =0, so ist jedoch darauf zu achten, daf§ an der Stelle von ¢(w) die Fouriertrans-
formierte von O(t)q(t) steht. Beim Ableiten erhalten wir somit eine —Funktion,
die uns den Zusatzterm

qon(t) =qo Y mci cos(w;t) (2.15)

2
[Aad?
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liefert. Dieser scheint wegen des Auftretens des Anfangsortes ¢o des Teilchens
die Ortstranslationsinvarianz zu verletzen. Allerdings haben wir bei der Inte-
gration der Bewegungsgleichungen der Badoszillatoren die Anfangsbedingung des
Teilchens ebenfalls nicht beriicksichtigt und somit keine Translation im Bad durch-
gefiithrt. Damit sind wir zu einer Rauschkraft gelangt, die (2.2) verletzt. Dieser
Beitrag wird gerade durch ¢on(t) kompensiert. Insgesamt gelangen wir damit ge-
nau zur Langevingleichung (2.1). Spéter, bei der quantenmechanischen Behand-
lung mittels der Influenzfunktionaltechnik, wird dieser Term wieder auftauchen.
Er verschwindet dort nicht, da das Teilchen im quantenmechanischen Regime



auch an einem anderen Ort als an dem durch seinen Mittelwert gegebenen starten
kann. Das Bad werden wir jedoch im Rahmen der betrachteten faktorisieren-
den Anfangsbedingungen als mit einem im Ursprung ruhenden Teilchen relaxiert
ansehen. Erst unter Bildung des Erwartungswertes ist dann wieder die Translati-
onsinvarianz hergestellt sowie (2.2) erfiillt.

2.2.4 Mikroskopische und makroskopische Groéfien

Wie wir im Rahmen des Pfadintegralformalismus sehen werden, ist fiir die Dyna-
mik des Teilchens nur die spektrale Dichte J(w) von Bedeutung. Sie stellt also
die relevante Kombination der mikroskopischen Parameter des Caldeira—Leggett—
Hamiltonians dar. Fiir die Verwendung des Modells ist es von Bedeutung, ob
J(w) durch die makroskopisch meBbaren Grofien festgelegt ist.

K und 7 hiingen mit (2.13) folgendermaBen von J(w) ab:

K(w) = géﬁw’%; (2.16)
Ry = -2 /Ogle(w)sin(wt)@(t)—l—(S(t)% /0 ﬁw@; (2.17)
ww) = | dw‘](—"")w) 219

n(t) = /dw cos (wt)e(t) . (2.19)
Bei der Riicktransformation wurden die Pole so behandelt, dafl die Kausalitéats-
bedingung (2.3) erfiillt wird. Genaugenommen hat man es dann mit analytisch
fortgesetzten Laplacetransformationen zu tun. Die Frequenz w besitzt somit einen
kleinen Imaginérteil, der fiir die Kausalitit des Dampfungskernes sorgt. Anhand
der Gleichungen erkennt man die Beziehung

K(t)=n(t) . (2.20)
Desweiteren gilt
1'(w) = % : (2.21)

Das Bad des von uns betrachteten phdnomenologischen Modellsystems ist also
tatsdchlich vollstandig durch sein klassisches Verhalten bestimmt.

Fiir strikt ohmsche Dissipation (2.7) ist n(w) konstant; das Bad vermittelt dem
Teilchen dann keine Gedéchtniseffekte.



Ahnlich wie beim Ubergang von retardierten zu kausalen Greenschen Funktionen
modifizieren wir das Spektrum von K nun dadurch, daf§ wir die Pole auf beide
Seiten der reellen Achse verschieben. Man erhélt dann die Grofle

— ——/dw ) sin(wr) | (2.22)

fiir die die Beziehung

Ko(7) = () + (=) = 200(r) — i(~7)) (223)

giiltig ist.

In den komplexen Integrationskonstanten A; = |A;| exp(i¢;) aus (2.12) stecken die
Anfangsbedingungen des Bades. Sie sorgen fiir die Rauschkraft

= > CilAy| cos(wit + ¢1) , (2.24)

die rein stochastischer Natur ist, da das System im thermodynamischen Limes un-
endlich viele Freiheitsgrade hat. Dennoch lassen sich iiber die Rauschkraft Aussa-
gen treffen. Die Amplituden der Badoszillatoren sind bei einer festen Temperatur
gemaf der Boltzmannverteilung gewichtet. Dies spiegelt sich in der Kovarianz
hK;(t) der Gauischen Rauschkraft £(¢) wider:

(ENE(E"))e = DL (E — 1) . (2.25)

Dabei wird im Sinne eines stochastischen Prozesses gemittelt. Die Kovarianz hat
klassisch die Gestalt

hK(kl 677 / dw cos (wt) . (2.26)
Dies 148t sich leicht anhand der Boltzmannverteilung der Energie m,w;|A;]* und
der Unbestimmtheit der Phase eines jeden harmonischen Oszillators nachrech-
nen. Bei tiefen Temperaturen macht es sich bemerkbar, dafi die Oszillatoren ein
diskretes Anregungsspektrum haben?. Die Kovarianz ist dann durch

hKl(qm / dw J(w) coth <hgw> cos (wt) (2.27)

gegeben. Benutzt man (2.27) fiir die Langevingleichung (2.1), so erhélt man eine
quasiklassische Langevingleichung [68, 72, 73]. Nach dem Wiener—Khintchine—
Theorem [73] ergibt die Cosinustransformierte

K (w /dt 0))e cos(wt) (2.28)

2Dies erinnert an die Debyetheorie zur Warmekapazitit in Festkorpern.



von hK;(t) das Spektrum der Rauschkraft £(¢). Dieses steht somit iber (2.21)
durch
Ki(w) = J(w) coth(hfBw/2) = wn'(w) coth(hfw/2) (2.29)

mit dem Realteil von n(w) in Bezichung. Dies ist das zweite Fluktuations—
Dissipations-Theorem (FDT). Es verkniipft den Dampfungskern, der die Dissi-
pation vermittelt, mit dem Spektrum der Rauschkraft, die zu den stochastischen
Fluktuationen fiithrt. Fiir ohmsche spektrale Dichten lautet das FDT

hK;(w) = hwncoth(hfw/2) . (2.30)
Im klassischen Limes wird die Kovarianz im ohmschen Fall mit

2n

hE;(w) = 3

(2.31)

frequenzunabhéngig.

Mit dem FDT (2.29) zeigt sich ganz allgemein, dafl Kovarianz und Démpfungskern
keine unabhéngigen Grofien sind. Dartiberhinaus setzen sich K;(t) und K»(t) als
Real- und Imaginérteil zu einer analytischen Funktion

K(t) = Ki(t) + K (t / dw J lcoth(h’%) cos(wt) —isin(wt)| (2.32)

zusammen. K (t) ist auf dem Streifen —h3 < Imt < 0 analytisch fortsetzbar.
Dazu definieren wir

L(r) = / dew J(w cosslllnf;ﬁ(%uéi /2;” ul (2.33)
An diesem Ausdruck erkennt man, da8 L(7) fir 0 < 7 < i3
L(r) = L3 —7) (2.34)
erfiillt und fiir K (t)
K(t— i) = K(—t + it — i) = K*(—t — i7) (2.35)

gilt. Letztere Beziehung hat groflen beweistechnischen Nutzen. K(t) und L(7)
werden im allgemeinen iiber den Streifen 0 < 7 < A hinaus periodisch fortgesetzt,
so daBl eine Fourierreihendarstellung

exp(iynf)
dw J(w) w——== 2.36
hﬁﬂ' n_E_:Oo / 1/5 + w? (2:36)
mit den Matsubarafrequenzen

vp, = 2mn/hf3 (2.37)

durchfiithrbar ist. Die Groflen K (t) und L(t) werden auch bei der Influenzfunktio-
nalformulierung der dissipativen Quantenmechanik auftreten.



2.3 Lineare Antworttheorie

GroBen wie K (t) aus (2.17) und 7(t) aus (2.19) werden im folgenden bei der Formu-
lierung der Theorie ebenso wie bei der Repréasentation der Ergebnisse stetig wie-
derkehren. Den geeignete Rahmen, diese Gréflen in einen weiteren physikalischen
Zusammenhang zu stellen, bildet die lineare Antworttheorie, auch Green—Kubo—
Formalismus genannt [56]-[63]. Sie beschreibt die Antwort eines quantenmecha-
nischen Systems, welches sich anfiénglich im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet, auf externe Felder F'(t). Dies entspricht der iiblichen experimentellen
Situation, in der die Reaktion einer Probe auf einen wohldefinierten &ufleren Ein-
flul hin untersucht wird. Dabei befindet sich die Probe héufig zu Beginn im
thermodynamischen Gleichgewicht. Aus diesem heraus wird entweder direkt ihre
Antwort auf die vorgegebene experimentelle Situation hin untersucht oder eine
Praparation vorgenommen, die wohldefiniert ist, in der sich das System jedoch
nicht mehr im Gleichgewicht befindet. Kann im letzteren Fall die Préparation
ebenfalls durch das Wirken eines (hinreichend schwachen) &ufieren Feldes oder
durch die Messung einer Observablen beschrieben werden, so ist auch hier die
lineare Antworttheorie anwendbar. Sie liefert neben Vorhersagen iiber das dyna-
mische Verhalten der Observablen auch Aussagen iiber daraus folgende Gleichge-
wichtseigenschaften des untersuchten Systems. Zur Klasse der mit diesem For-
malismus beschreibbaren Experimente gehoren etwa Relaxationsexperimente wie
Spinrelaxationsmessungen (zeitaufgeloste Spektroskopie) und Neutronenstreuung
(ortsaufgeloste Spektroskopie).

2.3.1 Die Antwortfunktion

Wir entwickeln nun die grundlegenden Zusammenhénge und klammern dabei Viel-
teilchenaspekte aus, die ebenfalls im Rahmen dieser Theorie behandelt werden
konnen.

Ausgangspunkt unser Betrachtungen ist der Hamiltonian
H = Hy+ Hey . (2.38)

Fiir das in dieser Arbeit behandelte Problem ist die Formulierung interessant, in
der das externe Feld zu einem Zeitpunkt ¢, eingeschaltet wird und linear an einen
Operator B koppelt:

Hew = —F(t)BO(t —to) . (2.39)

Gesucht ist die Entwicklung von Erwartungswerten

A Tr(p A
(At)) = T(fﬁ )

(2.40)



in linearer Ordnung in F(¢). Die Dichtematrix p ist fiir Zeiten t < t; durch die
kanonisch Dichtematrix

po = exp(—3Hy) (2.41)

gegeben; ihre Zeitentwicklung beschreibt die von Neumann—Gleichung. Lost man
sie in linearer Ordnung in F(t), so erhélt man?

(A)) — / dt' F(t)x 4t — 1) (2.42)

mit der Suszeptibilitdt oder Antwortfunktion

Xanlt) = 7 ([A(), BO)]), (1) (2.43)

In der letzten Formel sind die Operatoren im Wechselwirkungsbild zu nehmen.
Thre Zeitentwicklung wird also durch H, bestimmt. Der Erwartungswert wird
mit gy gebildet und ist somit ebenfalls nur von H, abhingig. Daher wird die
Antwort des Systems auf das externe Feld F'(t) in linearer Ordnung nur durch
die Eigenschaften des ungestorten Systems im thermodynamischen Gleichgewicht
bestimmt. Die ©-Funktion sichert die Kausalitiat der Auswirkung des Feldes F'(t)
auf die Zeitentwicklung der Erwartungswerte. Durch Fouriertransformation erhélt
man die dynamische Suszeptibilitat

+oo .
Yan(@) = [ty (). (2.44)
Da der Kommutator zweier hermitescher Matrizen antihermitesch ist, ist x(¢) reell
und somit
X(w) =x"(-w) . (2.45)
Aufgrund der Kausalitit der retardierten Antwortfunktion sind ihr Real- und
Imaginérteil nicht unabhéngig, sondern durch die Kramers-Kronig-Beziehungen

1 oo ()

X(w) = —P /_ N fj, (_wu)J dw' ; (2.46)
+o00 / /

X'(w) = _lp/ X/(w) dw' (2.47)
T Jooo W—w

miteinander verkniipft. Mit Hilfe der von Neumanschen Bewegungsgleichung fiir
die Operatoren im Wechselwirkungsbild erhélt man im Frequenzraum die Bewe-
gungsgleichung

Xan(@) =~ ([AO), BOL) + 5x0m_0() (2.15)

3Manchmal wird hier im Zusammenhang mit Gl. (2.39) ein Minuszeichen eingefiihrt; wir
wéhlen die Form, in der die Suszeptibilitét fiir lineare Systeme mit der klassischen Greenschen
Funktion identisch ist.




Dabei kommen die htheren Greenschen Funktionen x(4,5]_,5 ins Spiel, so dafl man
es mit einer Hierarchie von Bewegungsgleichungen zu tun hat. Im allgemeinen ist
eine exakte Losung der Gleichungen nicht moglich. Bei dem von uns behandelten
Problemkreis verhindert dies die Anwesenheit eines Potentials. Die klassischen
Bewegungsgleichungen werden dann nichtlinear. Somit gilt nicht mehr das Su-
perpositionsprinzip. Die Antwort des Systems wird von den Anfangsbedingungen
abhéngig. Daher macht man an einer geeigneten Stelle in der Hierarchie eine
Faktorisierungsannahme

Xiam-5(W) = Xa5(W) (W) (2.49)

mit der dadurch definierten Selbstenergie 3(w). Daraus folgt die ndherungsweise
giiltige Losung

~

([4(0). BO)-),

XAB(W) = E(Ld) — hw

(2.50)

2.3.2 Das Fluktuations—Dissipations—Theorem

Als néchstes fithren wir die nichtsymmetrisierte Zweizeiten—Korrelationsfunktion

Kag(t) = (A(t)B(0)) (2.51)
B
sowie die symmetrisierte Zweizeiten—Korrelationsfunktion
A A 1
Sa(t) = 5 ([A), BOYLL), = 5 (Kas(t) + Kia(—1) (2.52)
ein.
Direkt aus der Definition der Ausdriicke durch
(A®), =+ T [A(t) exp(~B7)] (2.53)
B Z

mit der Zustandsumme Z erhélt man unter Benutzung der zyklischen Vertausch-
barkeit unter der Spur

Kap(t —ih3) = (A(t — ihB)B(0 )>ﬂ = <B(0)A(t)>ﬂ = Kpa(—t) (2.54)
und somit nach Fouriertransformation
Kap(w)exp(—hfw) = Kpa(—w) . (2.55)

Damit folgt unter Beachtung, dafl yap(t) reell ist und fiir ¢ < 0 verschwindet,
daf die Fouriertransformierten von K4p(t) und Sap(t) mit dem Imaginérteil der



dynamischen Suszeptibilitat verkniipft sind:

S00an(t) + xan(—0) = 5 (Kaslt) — Kna(~1)
%(XAB(W) + Xap(—w)) = %(XAB(W) — XapWw)) = Xip(w)
_ %KAB(Q,)@ — exp(=hfw)) . (2.56)

Somit erhalt man die Formeln

Kanle) = oo ae) (2.57)
Sap(w) = hcoth(hBw/2) x'ip(w) . (2.58)

Diese Beziehungen sind das erste Fluktuations-Dissipations-Theorem [74]. Es
besagt, dafl die Antwort des Systems auf schwache duflere Kréifte mit den Fluk-
tuationen im Gleichgewicht verkniipft ist. In einer anderen Sprechweise bedeutet
dies, daf} die Relaxationsprozesse, die das Teilchen nach einer kleinen thermischen
Fluktuation wieder ins Gleichgewicht zuriicktreiben, auf den gleichen Mechanis-
men beruhen wie die Relaxation in Folge der Wirkung einer von auflen eingebrach-
ten schwachen Kraft. Man erkennt mit (2.45), da8 S(w) eine gerade Funktion ist.

Die Fluktuationen im thermischen Gleichgewicht werden durch

) = 3 (JA() - A©), B(r) - BO).),
- CORED) (2.59)
beschrieben. Das FDT liefert
Ct) = % :Ezw V() coth(hfw/2)[1 — cos(wt)] (2.60)

2.3.3 Anwendung auf das Caldeira—Leggett—Modell

Im Rahmen des Green-Kubo-Formalismus befindet sich das System zu Beginn
im thermodynamischen Gleichgewicht; anschliefend wird es aber von der Umge-
bung abgekoppelt. Dies spiegelt sich in der Tatsache wider, daf3 die Dynamik
allein durch den Systemhamiltonian Hy (2.38) bestimmt wird. Sollen dissipative
Effekte in die Beschreibung mit einbezogen werden, so mufl das Bad zum System
hinzugenommen werden. Im folgenden wollen wir daher den Formalismus der
linearen Antworttheorie auf das durch den Caldeira-Leggett—Hamiltonian (2.4)
beschriebene System eines Teilchens mit Kopplung an ein Warmebad anwenden.



Suszeptibilitit und Korrelationsfunktionen

Die duBere Kraft F(t) koppelt an den Ortsoperator ¢ des Teilchens und wird
zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet. Die Antwort des Teilchens beziiglich seines
Ortserwartungswertes (G(t)) wird durch die Suszeptibilitat

]

Xa(D) = 7 ([4(1). 4(0)]-) 5 ©(1) (2.61)

vermittelt. Die Bewegungsgleichungen lauten bis zur uns interessierenden Stufe
der Hierarchie

?

“Nag = 7 Xpas
1 | -
WXpg = 1T 7 Xlp.V1a K Z CiXayq =1 Z el Xaa
1
Xeg = Xpias
WXprg = —imw?xmhq +iCiXyq - (2.62)

Dieses Gleichungssystem mufl nur an einer Stelle faktorisiert werden. Wir setzen?

1 : Y(w) m
P XVl = "XV =~ Xoa = 5 2@ Xgg (2.63)
oder auch
XV'(q),q = mz(w)Xq,q . (264)
Die dynamische Suszeptibilitat lautet dann
1
X(w) = . (2.65)

mY(w) —mw? — K(w)

K(w) ist durch (2.16) gegeben. Die Selbstenergie Y(w) reprisentiert dabei den
Beitrag des Potentials. Mit Im K (w) = wn/(w) = J(w) ergibt sich aus dem obigen
Ausdruck

X'(w) = (J(w) = mZ"(w)) x (@) - (2.66)

Fiir Systeme mit symmetrischer Selbstenergie ¥ (w) = 3(—w) und insbesondere
fiir das freie Brownsche Teilchen, bei dem sie verschwindet, erhélt man somit

X'(w) = J(w)x(@)] (2.67)

Mit dieser Beziehung lassen sich tiber das FDT (2.58) die Kovarianz K;(t) (2.25)
der Gauflschen Rauschkraft und S(¢) aus (2.52) in Verbindung bringen. Es ergibt
sich o o
S(t) = h / dt’ / A" () (VKL (+ 1 — 1) (2.68)
o Jo

4Diese Definition der Selbstenergie unterscheidet sich ein wenig von der oben in (2.49)
vorgenomimenen.



Es folgt nun aus Gl. (2.45), daf der in t ungerade Teil von x(¢) durch x"(w)
gegeben wird. Aus ihm kann man aber wegen der Kausalitét x(t) vollsténdig
zuriickgewinnen:

X(t) = O(O(X(1) ~ x(~1)) = ~6() +02le( )sin(wt)
= 72r /dw w)*sin(wt) . (2.69)

Dies ist eine den Kramers-Kronig-Relationen (2.46) augenscheinlich dquivalente
Aussage. Zu ihnen gelangt man durch Fouriertransformation und Benutzung der
Plemeljschen Beziehung

=P= —imd(w) (2.70)

zuriick. Mit (2.22) und unter erneuter Nutzung des FDT (2.57) erhélt man den
Zusammenhang

(1) = / dt’ / A" () (") Kt + 1 — 1) (2.71)
sowie fiir die Grofle
R(t) = S(t) + %(X(t) + x(=t)) = S(t) +iA(t) (2.72)

mit

oo, cosh[hfw/2 — iwt]
R(t) = o /_ L dwx"(w) sinh[h6w/2]

h [+ » cosh[fw/2 — iwl]
o 2.

. /0 dw J(w)|x(w)] sinh[f23w/2] .
die Beziehung

—h / dt’ / dt" ()t K(t+t —t") . (2.74)

Man beachte, dafl wir bei der Definition von R(t) den Imaginirteil genauso be-
handelt haben, wie wir es schon beim Ubergang von K (t) nach K(t) taten.

Der Ubergang von S(t) nach C(t) fithrt auf die GrofBe
R(t) = R(0)—R(t)=C(t)+iA(t)

B p 2cosh[hﬁw/2] — cosh[hfw/2 — iwt]
B / w “) sinh[hfw/2] '

(2.75)



Die Grofie K (t), welche wir in Gl. (2.32) einfiithrten, erhélt im Rahmen der linearen
Antworttheorie ihren physikalischen Hintergrund. Die Langevingleichung (2.1)
kann auch als Operatorgleichung im Heisenbergbild aufgefafit werden [69, 73],
[75]-[77]. Da das Bad durch harmonische Oszillatoren beschrieben wird, &ndert die
Gleichung nicht ihre Gestalt. Wir betrachten die Zweizeiten—Korrelationsfunktion

(EDE0)), =D CC; (ulb)i;(t) (2.76)
i\j
der durch das Bad auf das Teilchen wirkenden Operatorkraft
£(t) = Cia(t) - (2.77)
Dazu benoétigen wir die Ortsautokorrelationsfunktionen
Kij(t) = (2:(t)2;(0)) g = 043 (2:(£)2:(0)) s =: 05 Ki(t) (2.78)
der Badoszillatoren. Die Korrelationen zwischen verschiedenen Badoszillatoren

verschwinden, da diese entkoppelt sind und ihre relative Phasenlage nicht festge-
legt ist. Die dynamische Suszeptibilitat des ¢. Badoszillators ergibt sich zu

1 1
m; w? —w? — isign(w)0t

Xzi,x; (w) = (279>

Die Kausalitédt ist durch die angedeutete Verschiebung der Pole gewéhrleistet.
K;(t) nimmt dann die Form einer bosonischen Greenschen Funktion an und lautet
unter Benutzung des FDT (2.57)

I cosh(hfw;/2 —iw;t)

(1) = (@:(0)34(0)) = g SR (2.50)
Damit ergibt sich gerade
~ B C? cosh(hfBw;/2 — iw;t)
<€(t)€(0)>ﬂ N h; 2m;w; sinh(hfw;)
_h /anlw J(w) COth(@) cos(wt) — isin(wt)
mJo 2
— BK(t) (2.81)

Diese Beziehung steht in Analogie zu Gl. (2.25), in der jedoch statt eines Er-
wartungswertes eine Ensemblemittelung iiber die C-Zahl-Rauschkraft £(¢) durch-
gefithrt wird.



Die Einsteinrelation

Fiir die Fluktuationen der Ortskoordinate haben wir in (2.60) und (2.67)

Ly A2
ct) = (@0 -a0)),
= %/anlw J(w)|x(w)|? coth(hBw/2)[1 — cos(wt)] (2.82)
0
erhalten. Fiir groBe Zeiten folgt aus dem FDT (2.60) und mit
2 hpw 2
— h{— 14+ — 2.83
hﬁw<COt<2>< +hﬁw (2.83)
die Beziehung?®
Xt o x(w)
—==Ilim—*—=7. 2.84
M e T8 o) 7 (2:84)
Sie liefert die Einsteinrelation
lim lim 2 4t F) =0, (2.85)

e 1 F (2(1,0))

eine Beziehung zwischen dem linearisierten ersten Moment und dem zweiten Mo-
ment im thermodynamischen Gleichgewicht, sofern beide Groflen definiert sind.
In einer anderen Formulierung verbindet sie die Mobilitét

o R C0)!
p=fimx() = Jim = (286)
und die Diffusionskonstante .
D= tlim C(t) (2.87)
nach
i = u(F = 0) = 6D (2.89)

Es 148t sich auch eine dynamische lineare Mobilitat definieren. Nimmt man eine
oszillatorische Kraft F'(t) an, so erhdlt man

tim (i) = | :odt’ Foexp(—iwt) voo(t') = Foulw) - (2.89)

t—oo

Mit (2.43) ergibt sich so fiir die lineare dynamische Mobilitiit
7 PR W ..
() = xgow) = 2 ((4.4-), = 5 (1405, - (2.90)

Die statische Mobilitét ergibt sich zu p;(w = 0) = p,.

5Geht man wie in [41] statt von C(t) von C(t)/t aus, so erhilt man fiir algebraisches Verhalten
C(t) ~ t* einen zusitzlichen Faktor s.



2.3.4 Behandlung mit der klassischen Antworttheorie

Wir betrachten nun wieder die Langevingleichung (2.1) in ihrer quasiklassischen
Form, in der das Frequenzspektrum der Rauschkraft £(t) die quantenmechanische
Form (2.27) hat. Dabei wollen wir Beziehungen entwickeln, die in direkter Ana-
logie zu denen des Green—Kubo-Formalismus stehen. Diese benétigen wir spéter,
da der Funktionalintegralformalismus eine C-Zahl-Formulierung der Quantenme-
chanik darstellt, die auf der klassischen Theorie griindet. Die hier erhaltenen
Ergebnisse, insbesondere die fiir das freie Brownsche Teilchen, werden bei der
Behandlung der Bewegung im Cosinuspotential zur Anwendung kommen.

Formale L6sung der Langevingleichung

Die Langevingleichung (2.1) kann mit Hilfe der Technik der Greenschen Funktio-
nen gelost werden. Dabei betrachten wir die Integro—Differentialgleichung ohne
Rauschkraft, jedoch mit einer é—Inhomogenitét, die nach Fouriertransformation
folgende Gestalt annimmt:

—mw?g(w) — K(w)g(w) + mED(w)g(w) =1 . (2.91)

Die hierbei eingefiihrte klassische Selbstenergie

Y (kD) (w) = M (2.92)
mg(w)
ist im allgemeinen nicht mit der quantenmechanischen Selbstenergie (2.64) iden-
tisch. Auflésen nach der Greenschen Funktion g(w) ergibt

1
glw) = Y(w) —mw? — K(w) (2.93)

Die Losung der Langevingleichung lautet

t) = alt) + [ gt 1) €t at' (2.94)

In ihrem homogenen Anteil ¢;(t) stecken die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt
t = 0. Neben der Antwortfunktion g(t) interessiert uns noch die symmetrisierte
Gleichgewichtskorrelationsfunktion C'0(#):

CM(¢) = lim % <(q(t +t') — q(t/))2>

Dabei benutzt man die Losungen (2.94) und wartet, bis das Teilchen mit dem
Bad relaxiert ist. Im zeitlichen Abstand £ nimmt man dann zwei Ortsmessungen
vor. Alternativ kann man auch den Praparationszeitpunkt nach —oo verschieben
und bei endlichen Zeiten messen. Auch C'®(¢) ist im allgemeinen nicht mit der
quantenmechanischen Grofie C'(t) aus (2.82) identisch.

. (2.95)



Das freie Brownsche Teilchen

Befindet sich das Teilchen nicht in einem Potential, ist es also abgesehen von der
Existenz des Bades frei, so beruht seine Bewegung allein auf den fluktuierenden
Kriften des Bades und der dufleren Kraft F'. Es handelt sich dann um das freie
Brownsche Teilchen. Seine Selbstenergie verschwindet. Die Greensche Funktion

1 pteo

g(t) = ~or /_Oodw m exp(—iwt) (2.96)

ist dann mit der Suszeptibilitét x(¢) (2.61) identisch. Fiir sie gilt also auch die
Beziehung (2.69), die nun

g(t) = %@(t) 0+02lw J(w)|g(w)|? sin(wt) (2.97)

lautet. Fiir strikt ohmsche Dissipation (2.7) ist

1
g(w) = T e 1 iwm (2.98)
und
g(t) = Ot L) (2.90)

n

mit v = n/m. Da das betrachtete System im uns interessierenden Bereich 0 < s <2
ergodisch ist, entspricht die Verbindung von Langzeitlimes und stochastischer Mit-
telung in Gl. (2.95) genau dem thermischen Mittelwert in (2.82). Da zudem
die Operatoren im Heisenbergbild im Falle des Brownschen Teilchen gerade den
klassischen Bewegungsgleichungen folgen, ist C'®V(¢) mit C(¢) identisch. Somit
iibertrigt sich (2.82) auch auf C(¢):

CcU (1) = %/Ooglw J(w)|g(w)]? coth(hBw/2)[1 — cos(wt)] . (2.100)

Langzeitverhalten und Massenrenormierung
Wir betrachten nun die Suszeptibilitiat und die Gleichgewichtskorrelationsfunktion
des Brownschen Teilchens fiir grofle Zeiten.

Der Hamiltonian (2.4) ist translationsinvariant, wenn neben dem Teilchen auch
das Bad einer Translation unterworfen wird. Das Gesamtsystem hat die Masse®

J(w) ‘

" (2.101)

2 o)
mren:m—l—Zmi:m—l——/dw
- 7w Jo

6Man benutzt dazu die Parameterisierung (2.9).



Es ist nun tiblich, in der spektralen Dichte J(w) den hochfrequenten Anteil abzu-
spalten. Dazu schreibt man

J(w) = Jnf(w) + th(w) . (2.102)
Der niederfrequente Anteil soll fiir w — 0 gerade die Form
Jnt(w) = nsw® (2.103)

haben. Der hochfrequente Anteil beschreibt das Abklingen der spektralen Dichte
fiir grofe Frequenzen, wie es in jedem realen System auftritt. Das Integral (2.101)
konvergiert itber Jys(w). Fiir s > 2 konvergiert es auch tiber den niederfrequenten
Anteil. Fiir grofle Zeiten kann dann das Bad der Bewegung des Teilchens fol-
gen. Sein einziger Effekt ist daher eine Massenrenormierung. Das Teilchen wird
beschleunigt und zieht das Bad hinter sich her; es gilt somit (G(t)) ~ t?. Fiir
0 < s < 2 divergiert das Integral (2.101); das Bad hat somit eine unendlich grofie
Masse. Dies spiegelt sich im Verhalten von ¢(t) und C(t) fiir grofie Zeiten wider.
Es ergibt sich aus (2.65) mit K(w) ~ w® fiir w — 0 und der Einsteinrelation (2.84)
zZu

sin(sm/2) . 1 ..
t = —_—— s f 2 .
g(t) (s) t ir0<s<2;
s t
t) = — fi =2: 2.104
o) = g firs =2 (2,104
t
g(t) = — fiir s > 2
sowie
C(t) sinsm/2) fir0<s<2
_— r '
Bpl(s+1) ST
T 2
t) = fi =2: 2.105
) 4no 3 In(wet) urs ’ ( )
t2
C(t):2m fir s > 2.

Hierbei ist w, eine durch die Aufspaltung von J(w) ins Spiel gekommene Abschnei-
defrequenz, wéhrend my.e, in (2.101) gegeben ist.

2.4 Pfadintegralformulierung der
Quantenmechanik

Der Inhalt dieses Abschnittes ist eine kurze Einfithrung in die Pfadintegralfor-
mulierung der Quantenmechanik. Sie wurde von R. P. Feynman in den 40er
Jahren entwickelt [78, 79] und hat anschlieend Anwendungen in den verschieden-
sten Gebieten der Quantenmechanik und -statistik gefunden. Eine grundlegende



Einfithrung bieten die Lehrbiicher [79]-[83]. Wir gehen insbesondere auf die In-
fluenzfunktionaltechnik von Feynman und Vernon [1] ein, in der eine effektive
Beschreibung eines Teilsystems geliefert wird, welches an eine Umgebung gekop-
pelt ist. Fiir das Caldeira—Leggett—Modell nimmt das Influenzfunktional eine
spezifische Form an. Sie bildet den Ausgangspunkt fiir die Rechnungen dieser
Arbeit.

2.4.1 Das Pfadintegral

Die Zeitentwicklung eines Zustandes im Hilbertraum wird im Schrédingerbild
durch den Zeitentwicklungsoperator U (¢ 7, ti) vermittelt. Mit ihm ist der Zustand
des Systems zum Zeitpunkt ¢; durch

[ (ts)) = Ulty, ta) (1)) (2.1006)

gegeben. Setzt man dies in die Schrodingergleichung ein und integriert die daraus
resultierende Differentialgleichung

OU(t,t:) -,
zh% = H(t)U(t,t;) (2.107)
mit der Randbedingung ) X
Ut t:) =1 (2.108)
formal, so lautet das Ergebnis
v [tr A
Ulty,t;) = Texp{ " ds H(s)} : (2.109)

T ist dabei der Zeitordnungsoperator. Fiir einen zeitunabhingigen Hamiltonian
erhélt man

Ulty,t;) = exp{—%ﬁ X (tg —ti)} . (2.110)

Die Spektraldarstellung des Zeitentwicklungsoperators in der Basis der Eigenfunk-
tionen von H lautet

Ulty, t; an Q/Jn|exp{ hE (tf—ti)} : (2.111)

Direkt aus der Definitionsgleichung (2.106) folgt die Eigenschaft

Uty YU, t;) = Ulty, ty) (2.112)
mit ¢; <t < t;. Damit bilden die Zeitentwicklungsoperatoren ein Halbgruppe.
Das Feynmansche Pfadintegral gibt die Matrixelemente

Kz tyiwits) = (Ut t)]2:) (2.113)



des Zeitentwicklungsoperators in der Ortsdarstellung an. Die Wellenfunktion zum
Zeitpunkt ty ist dann mit der zur Zeit ¢; durch

’(/J(l’f,tf) = /dl’z K(%f,tf;l'i,ti)’(/}(l'i,ti) (2.114)

verkniipft. K(zy,ts;x;,t;) nennt man Propagator. Er 16st die Schrodingerglei-
chung beziiglich x; und ¢y mit der Anfangsbedingung

K(iBf,ti; l’i,ti) = 5(1’f — ZBZ) . (2.115)

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist ein Hamiltonian der Gestalt
H(z,p) = T(p) + V() (2.116)

sowie der zugehorige Lagrangian

L(z,2) =T(&) — V(x) (2.117)
mit der kinetischen Energie
2
p L,
T=_ = 2.11
o5 = 3™ (2.118)

und dem Potential V().

Der Propagator K(zy,tr; x;,t;) gibt die Wahrscheinlichkeitamplitude an, das Teil-
chen bei (xy,ts) zu finden, wenn es bei (x;,t;) gestartet ist. Die Ausnutzung der
Halbgruppeneigenschaft (2.112) und Zerlegung des Intervalls ¢ ; — ¢; in kleine Seg-
mente fithrt auf

N-1 % N
K(%f,tf;l'i,ti): H /dl’l HK(CBk,tk;l'k_l,tk_l) (2.119)

=1 k=1

mit o = x;, tny =z, to = t; und ty = t;. Mit N — oo und |ty — tp—1| — 0 ist

fiir die im Integral auftretenden Kurzzeitpropagatoren die Ndherung

K (2, tr; Tp—1, tr—1)

m i m [ Axp\? T+ Tp1
| exp L A | (2I) oy (TR T 2.12
27rz'hAtkeXp{h tk[Q (Atl) V( 2 )H (2:120)

durchfithrbar. Dabei steht At fir ¢, — t,—; und Az, fir 2, — xp—. Mit % =¢
ergibt sich so die diskretisierte Form

N
2

N-1 1t m N
i t) = i 121
K(xy, tyx,t;) hm{ H / dxl} (27rz'he> (2.121)

e—0 =1 7

i N mosa — xpq\2 Th + g
co{ ey |5 (202) v (2}
=1



des Pfadintegrals fiir den Propagator. Im Exponenten des letzten Terms steht ein
Riemannsches Integral, das der klassischen Wirkung

t
Sla] = [ dt L(x(t), i (t)) (2.122)
t;
einer Trajektorie z(¢) entspricht, die iiber die Punkte {(z;,¢;)} fithrt. Im Grenz-
iibergang ¢ — 0, N = @ — oo entpricht der Integration iiber die Orte z; die
Summation iiber alle Trajektorien, die (x;,t;) und (xy,ts) verbinden. Dies ist in
Abbildung (2.1) verdeutlicht.

A A
X X

Abbildung 2.1: Einige Pfade im Konfigurationsraum in kontinuierlicher und dis-
kretisierter Fassung

Mit der abkiirzenden Schreibweise

a(ty)=xs N_1 +oo N
Dz = li / d ( ) 2.123
/ =A% { P xl} 2mihe ( )
(E(ti):.’ﬂi T =0
lautet der Propagator somit
(E(tf):.’ﬂf Z
K(xy, tya,t) = / Dx exp{ﬁS[a:]} . (2.124)

(E(ti):.’ﬂi

Diesen Ausdruck faft man als unendlichdimensionales Integral im Funktionen-
raum auf. Jeder Weg wird dabei mit dem komplexen Mafl exp {%S [,r]} gewichtet.
Dieser Faktor kann jedoch nicht als Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir aufgefafit
werden, dal das Teilchen tatsédchlich diesem Weg gefolgt ist. Trajektorien im
Phasenraum haben in der Quantenmechanik keine Bedeutung, da sie gar nicht
definiert sind. Das Maf} hat immer den Betrag 1. Dafiir hat sich die Bezeichnung
,Demokratie aller Vergangenheiten“ eingebiirgert. Diese Figenschaft des Mafles



hat jedoch auch zur Folge, dal der obige Ausdruck nicht immer wohldefiniert ist.
Fithrt man hingegen eine Wickrotation ¢ = —i7 durch, so geht das Maf} in die
GauBsche Form

exp{—%SE[x]} (2.125)

mit der positiv definiten euklidschen Wirkung

Ty
Sela] = [ dr {T(i(7)) + V((7)} (2.126)
tiber. Dieses Maf3 schreibt allen diskontinuierlichen (unstetigen) Wegen das Ge-
wicht Null zu. Durch analytische Fortsetzung eines auf diese Art und Weise be-
rechneten Imaginérzeitpropagators erhilt man die Realzeitpropagatoren in einer
wohldefinierten Form.

Identifiziert man den Parameter 7 mit der thermischen Zeit A, so erkennt man
anhand der Form (2.110) des Zeitentwicklungsoperators, dafl der Imaginérzeitpro-
pagator der Ortsdarstellung der thermischen Dichtematrix

p(x1,29;8) = Z71 <£B1| exp{—ﬁf[}|$2> (2.127)

entspricht. Die Zustandssumme

Z = Trexp{—ﬁf[} = /da: <:1:| exp{—ﬁf[}|a¢> (2.128)

ist dabei gerade durch die geschlossenen Wege der Dauer A3 gegeben. In der
Spektraldarstellung nimmt Z(3) die Form

Z2(8) =Y _exp{—BE,} (2.129)

an. Bekanntermafien ist schon mit Kenntnis der Zustandssumme die gesamte
Thermodynamik des Systems gegeben. Insbesondere gelangt man durch ana-
lytische Fortsetzung mittels einer inversen Wickrotation und unter Bildung der
sogenannten Resolventen

: - - : 1
G(F) = %Tr/o dt’ exp{—%Ht/} exp{%Et/} =Y 5 F (2.130)

zur Kenntnis aller Eigenwerte des Hamiltonians, die sich als die Pole der Resol-
venten ergeben.

2.4.2 Semiklassische Behandlung von Pfadintegralen

Im Rahmen des Pfadintegralformalismus 148t sich der Ubergang zwischen quanten-
mechanischem und klassischem Regime relativ anschaulich darstellen [81]. Dazu



betrachtet man die Wirkungen benachbarter Wege im Phasenraum. Im allge-
meinen wird die oszillierende Phase des Mafles im Pfadintegral dafiir sorgen, daf3
Interferenzeffekte auftreten. Dabei kann es zu destruktiver Interferenz kommen.
Der Unterschied zwischen quantenmechanischen und klassischen Systemen besteht
im Ausmaf dieser destruktiven Interferenz. Im allgemeinen werden alle Wege, die
in einem Streifen mit einer Differenz in der Wirkung von

AS ~ 7h (2.131)

liegen, positiv miteinander interferieren. Quantenmechanische Systeme sind somit
durch ein Wirkungsfunktional gekennzeichnet, dessen typische Differenz fiir zwei
benachbarte Wege klein ist. Bei klassischen Systemen hingegen ist dies nur fiir
Wege gegeben, die in der Néhe eines stationdren Punktes des Wirkungsfunktionals
liegen. Diese Punkte sind gerade die Losungen der klassischen Bewegungsgleichun-
gen. In einer groben Approximation ergibt dies die klassische N#herung

K(z,t;2',0) ~ exp {%Skl} (2.132)

des Propagators.

Uber diese grobe Form geht man hinaus, wenn man die Gaufischen Fluktuationen
um den klassischen Weg herum mitbetrachtet. Im Rahmen dieser semiklassischen
Néherung entwickelt man das Wirkungsfunktional geméﬁ

S[$k1 + y fkl / dt — a:k1 ( ) (2.133)

bis zur zweiten Ordnung in den Fluktuationen y(t ) Das verbleibende Pfadintegral
héngt iiber GauBfunktionen von y(¢) ab und ist somit im Prinzip durchfiihrbar.
Es fithrt auf die Losung des Eigenwertproblems des hermiteschen Operators, der
der zweiten Funktionalableitung der Wirkung zugeordnet ist [84]. Im einfachsten

Fall lautet er »
m

Entwickelt man y(¢) nach den Eigenfunktionen von W, so fithrt dies auf die Be-
rechnung der Determinante des Operators. Berechnet man nun das Verhéltnis
zweier verschiedener Propagatoren, von denen etwa einer als bekannt vorausge-
setzt werden kann, reduziert sich das Problem auf die Berechnung des Verhéltnis
zweier Determinanten. Dabei findet in der Regel die Formel

Det[-0F =W (t)] _ fwl(ty)
Det[-07 —V(t)] — fv(ts)

(2.135)
mit
{%—FW( )}fw(t) = 0;

fult) = 0;
fwlt) = 1 (2.136)



Verwendung.

Die semiklassische Ndherung ist fiir bilineare Lagrangefunktionen exakt. Fiir den
harmonischen Oszillator erhélt man

1/2 )
T T wt mw 1
K | X, — g — | — _— - 2.1
(5,83, 0) exp{ g 22[7'(']} <27Tzh]sm(wt)|> eXp{hSkl} (2.137)

mit der Gauflschen Stufenfunktion [z]. Fiir den getriebenen harmonischen Oszil-
lator erhélt man die gleiche Form; allerdings unterscheiden sich die klassischen
Trajektorien, so dafl wir eine anderen expliziten Ausdruck fiir die klassische Wir-
kung erhalten. In ihm taucht insbesondere die dynamische Suszeptibilitéit des
harmonischen Oszillators auf.

2.4.3 Instantonen

Auch Tunnelvorgéinge lassen sich im Rahmen des Pfadintegralformalismus be-
schreiben [84, 85]. Tatséchlich iibertrifft er jeden anderen Formalismus bei der
Behandlung dieses Problemkreises. Insbesondere 148t sich auch der EinfluB} von
Dissipation mit einbeziehen. Damit wollen wir uns aber erst im Rahmen der
Diskussion des Tight-Binding-Modells beschéftigen.

Tunnelprozesse werden durch stationédre Losungen beschrieben, die von einem Mi-
nimum des Potentials bei z; in ein anderes bei x5 fithren. In Realzeit ist ein solcher
Weg klassisch nicht moglich. Geht man dagegen zur Imaginérzeit iiber, so ist das
Potential invertiert, wie man aus (2.126) ersieht. Fiir 7 — oo hat die klassische
Losung der Bewegungsgleichung, die nun die Maxima miteinander verbindet, die
Energie 0. Diese Losung nennt man Instanton. Die nachstehenden Abbildun-
gen verdeutlichen die Situation fiir ein quartisches Potential mit degenerierten
Minima.

Das hermitesche Eigenwertproblem
mij(t) — V" (2a)y(7) = Ey(7) (2.138)

des Operators (2.134), welches bei der Berechnung des semiklassischen Propaga-
tors auftritt, besitzt mit der Losung

Yo(7) = B1a(7) (2.139)

eine Eigenfunktion zum Eigenwert 0. Sie ist mit der Translationsinvarianz des
Instantons in der Zeit verkniipft. Daher 148t sich die formale Divergenz der re-
ziproken Determinante durch die Integration iiber die Zentrenzeit des Instantons
ersetzen. Die Normierung der Losung yo(7) fithrt unter Beriicksichtigung der Be-
wegungsgleichung auf

m/TdT’ i (7)) = e V(z)=5Sp. (2.140)
0

z1



—

Abbildung 2.2: Quartisches Poten-
tial V = 2 —222+1, das zugehori-
ge invertierte Potential und ein In-
stanton, das einem Tunnelprozef3
von der linken in die rechte Mul-
de zugeordnet ist

Da sich das Teilchen bis auf den Zeitraum, in dem es tunnelt, im Minimum des
nichtinvertierten Potentials bewegt, wo V (z) ~ %mwgﬁ gilt, fithrt man

1/2 _ 92 2 1/2
A, = (i> Det| =0 + wo) (2.141)
27h Det/[—02 4+ V(1) /m)]

fiir das Verhéltnis der Determinante von W unter Aussparung des Eigenwertes 0
zu der des harmonischen Oszillators ein. Letztere ist bekannt. Insgesamt erhélt
man somit fiir einen Ein-Instanton—Tunnelprozef3

1/2 1 r
i - (%) s {fsfor{F) [ 0=
(2.142)

Dieses Ergebnis 148t sich leicht auf Mehr—Instantonen—Prozesse verallgemeinern.
In der folgenden Abbildung ist eine solche Trajektorie aufgezeichnet.

10



Abbildung 2.3: FEine
2 aus fiinf Instantonen
zusammengesetzte In-
stantonkette, die etwa
in einem periodischen
Gitter von der Mulde
t 0 in die Mulde 3 fiihrt
10 20 30 40 50 60

Da die Instantonen asymptotisch wie exp(wo7) von ihrem Ausgangspunkt weg-
laufen und wie exp(—wp7) den Endort erreichen, sind sie zeitlich stark lokalisiert.
Unter der Voraussetzung, dafl die verschiedenen Instantonen weit voneinander ent-
fernt sind, so dafl sie sich nicht gegenseitig beeinflussen, und daf} fiir alle Tunnel-
prozesse dasselbe A, gilt, faktorisiert der Propagator in die Anteile der einzelnen
Instantonen. Dann lautet der gesamte Imaginérzeitpropagator fiir (7 — 00)

1/2 ; .
K(22,7;21,0) = (%) Z/AngmeXp{—%} [ 2ulr) [ Dulr] - 2143

n und m bezeichnen die Zahl der Tunnelprozesse nach rechts bzw. links. Die
Kombinatorik héngt dabei von der Topologie des Potentials ab, also von Zahl und
Lage der Mulden, sowie von der Randbedingung, dafi der Weg des Teilchens bei
x1 beginnt und bei x5 endet. [§ D,,[7] steht fiir die zeitgeordnete Integration

/ Tpmm _ / TdTm / deTm—l"' / TQd’Tl (2.144)
0 0 0 0

tiber die Tunnelzeiten 7;. Das Tunnelmatrixelement

Ag = Ayexp {—%SO} (2.145)

ist direkt mit der Aufspaltung der Grundzustandsenergien verbunden. Es wird
bei der Behandlung des Tight—Binding—Modells wieder auftreten.

2.4.4 Das Influenzfunktional

Im folgenden wollen wir den Pfadintegralformalismus auf dissipative Quantensy-
steme anwenden.



Die zeitliche Entwicklung der Dichtematrix pges(q, ¢', %, x';t) des Gesamtsystems
aus Bad und Teilchen wird durch den Propagator

J(Qf, q}? X, X/f> ta qi, q;> Xi, X;7 0)
= K(Qf> Xt, 1 Gis X, 0) K* (Q;ﬁ le? t; qg? Xé? 0) (2‘146)

vermittelt. Alle Erwartungswerte von Observablen, die sich nur auf das Teilchen
beziehen, lassen sich jedoch auch mit der reduzierten Dichtematrix

p(q,qt) = / dX pges(q, q', X, %; ) (2.147)

bilden. Fiir sie 14t sich ohne Kenntnis des Anfangszustandes des Bades kein
Propagator formulieren. Man hat dagegen

plar. ay;t) (2.148)

= / dedXZdX;qudq; J(qu, q;% XfyXf, t; Gis q£> Xis X;> 0) pges(qZ', q£> Xis X;; 0) :
Zwei wohldefinierte Anfangszustédnde sind die thermischen Anfangsbedingungen
th / /. 71 - ;o
P04, %,x'50) = 27 (¢, x| exp{—BH}|¢, X') (2.149)

mit der Zustandssumme

Z = Trexp{—3H} (2.150)
sowie die faktorisierenden Anfangsbedingungen

fac

Pe(@: 4%, %50) = p(q, '3 0) ppaa (x, X3 0) (2.151)
wobei sich das Bad im thermischen Gleichgewicht befinden soll und durch
Paa(%,X;0) = Zgly (X exp{—BHpaa}[X') (2.152)
beschrieben wird. Man kann sich auch faktorisierende Anfangsbedingungen mit
praa(x,x30) = ()" [ da {a,x|exp{~ B0 Ha X) pla,0.0)  (2.158)
oder
PBaa(X,x;0) = / dq pies(q. ¢, %,%;0) ;
r(q,q50) = / dx pie,(q, ¢, %, %; 0) (2.154)

denken. Auf diese Ansétze werden wir aber nicht eingehen. Wéahrend die thermi-
schen Anfangsbedingungen der Situation entsprechen, die die lineare Antworttheo-
rie beschreibt, sind die faktorisierenden Anfangsbedingungen mit einer Préaparati-
on des Teilchens zur Zeit t; verbunden. Die Wahl der Anfangsbedingungen héngt



von der zu beschreibenden experimentellen Situation sowie den gesuchten Gréfien
ab. Fiir ergodische Systeme ist die Wahl der Anfangsbedingungen im Prinzip frei,
wenn nach dem Langzeitverhalten gesucht wird. Dann spielen rechentechnische
Erwagungen die Hauptrolle.

Setzt man die thermischen Anfangsbedingungen in den Ausdruck (2.148) ein und
driickt auch die Gleichgewichtsdichtematrix als Imaginérzeitpfadintegral aus, so
erhélt man ein sechsfaches Funktionalintegral der Form

p™(qr. qfit)

= /dxfdxzdx dqquZ/Dq /Dq /Dq/Dx /Dx /Dx

xexp{h(S[q, x] — S[¢, X])}exp{ hSE[% ]}. (2.155)

Nach Durchfithrung der Pfadintegrationen iiber die Badfreiheitsgrade und Bildung
der Spur lautet die reduzierte Dichtematrix schliefSlich

pap, dpit) (2.156)
=[P4 [0 [ D exp {5 (Ssseld) — Sssla) } exp{—5 55001} Fala. . a)

Dabei wird der Einflul des Bades auf das Teilchen durch das Influenzfunktional
Finlq, ¢, q) beriicksichtigt. Es koppelt die Wege der drei Funktionalintegrale mit-
einander in Form einer zeitlich nichtlokalen effektiven Wirkung. Daneben tritt
nur noch die Wirkung Ssys des ungeddmpften Teilchens auf. Die Form des Influ-
enzfunktionals ist vom betrachteten Badhamiltonian abhéngig.

Fiir faktorisierende Anfangsbedingungen 148t sich eine propagierende Funktion
J(qr, 4%, t; qi, 4, 0) der reduzierten Dichtematrix mit der Eigenschaft

p(ar, 45, t) = / dqidg; J(qy, 45, t; @i, 4;5 0)p(i, 4, 0) (2.157)

angeben. Da die Anfangsbedingungen fiir das Teilchen gegeben sind, bleibt nach
der Losung der Pfadintegrationen iiber die Badkoordinaten ein doppeltes Realzeit—
Pfadintegral

J(Qf, q}? ta qi, C]w /Dq /Dq €xXp { SSys[ ] SSys[q/])} Ffac[q7 q/] (2158)

iiber. Diese allgemeine Form der propagierenden Funktion der reduzierten Dichte-
matrix fiir faktorisierende Anfangsbedingungen geht auf Feynman und Vernon [1]
zuriick. Erneut steckt der gesamte Einflul des Bades in der Kopplung der Wege
durch das Influenzfunktional Ft..[q, ¢].



2.4.5 Anwendung auf das Caldeira—Leggett—Modell

Thermodynamik

Zunéchst wollen wir uns mit der Gleichgewichtsthermodynamik des Caldeira—
Leggett—Hamiltonians beschéftigen. Sie wird durch den Imaginérzeitpropagator

_ 1
Pees(0, 4%, X, B) = Z 1/Dq/DX eXp{—ﬁSE[q,x]} (2.159)

beschrieben. Da der Anteil der Badoszillatoren an der Wirkung linear ist, lassen
sich die Pfadintegrationen iiber diese Freiheitsgrade exakt ausfithren. Dabei sind
die klassischen Losungen der Bewegungsgleichungen durch von der Kraft C;q(t)
getriebene harmonische Oszillatoren gegeben. In ihnen treten die Suszeptibilitdaten
der harmonischen Oszillatoren auf. Die quadratischen Fluktuationen hingegen
entsprechen exakt denen des harmonischen Oszillators. Bildet man die Spur iiber
die Badfreiheitsgrade, so verbleibt

pad'B) = 27 [Daesp {25810}
X exp{%/oﬂdf/(: dr' L(t — ") (q(7) —q(r’))z} . (2.160)

Die Funktion L(7) haben wir bereits in Gl. (2.33) im Rahmen der Diskussion
des Zusammanhangs zwischen den mikroskopischen und makroskopischen Gréfien
im Caldeira—Leggett—-Modell angegeben. Wir werden die Auswertung des Ima-
ginérzeitpropagators in dieser Arbeit nicht weiter verfolgen.

Realzeitdynamik

Das Influenzfunktional F' ist fiir den Caldeira—Leggett—Hamiltonian sowohl im Fall
faktorisierender Anfangsbedingungen wie auch fiir thermische Anfangsbedingun-
gen explizit berechenbar. Dies kann durch direkte Berechnung der auftretenden
Pfadintegrationen iiber die Badfreiheitsgrade geschehen, die vom Gaufischen Typ
sind und denen getriebener harmonischer Oszillatoren entsprechen. Man kann
aber auch direkt im Operatorformalismus vorgehen.

Das Ergebnis lautet fiir faktorisierende Anfangsbedingungen

Fraclq, 4] = exp{i®raclq, ']} = exp{i®%, [q, ¢]} exp{—Pf,.[q, ]} (2.161)

mit der Influenzphase

Volaa) = —3 [ [d o)+ @) Kt ~ ) a(") — ()]

—o [ w0 ) - )] (2.162



ela.q) = 1 / ' / At a(t) — ¢ (¢ Kat' =) [alt") = q'(t")]  (2163)

und den Groflen K (t), K»(t) und n(0) aus (2.32) und (2.19). Unter der Benutzung
der Definition von K (t) in (2.32) kann man die Influenzphase auch als

t

@fac q7 / / // _ q t )] [K(t t//)q(t//) _ K* (t/ _ t//)q/(t//)]

/ dt' (0 — ] (2.164)

schreiben. Bei der Herleitung beschreibt man das Bad zum Zeitpunkt ¢ = 0 nach
Gl. (2.152). Die vollstdndige Abhéngigkeit

1 1 Ci ?
Hypu =3 {2m- 2 Smi? <a: - (Q)2q> } (2.165)

des Hamiltonians (2.4) von den Badfreiheitsgraden wird auf

1

1
Hpag =) { 5 P+ §miw§x§} (2.166)

reduziert. In diesem Ansatz sind die Oszillatoren bei x = 0 festgehalten. Das
Bad ist mit einem im Ursprung sitzenden Teilchen relaxiert. Diese Annahme ist
sinnvoll, wenn die ansonsten beliebigen Anfangsbedingungen p(q,¢’;0) des Teil-
chens eine Auszeichnung des Ursprungs rechtfertigen. Dies ist etwa fiir den Fall
gegeben, dafl das Teilchen im Koordinatenursprung prépariert wird”.

Geht man von thermischen Anfangsbedingungen aus, so ist die Influenzphase
durch

bule.da) = ¢ [d [d @) @KW~ ") — K0~ ) ()

—opn(0) [t () - (1)
; 6} OT ; LB
—ﬁ/dT/dT/ q(T)L(t — (') + ﬁn(O) /quz(T)
LB t
+% / dr / dt' q(r) K*(t' — im) [q(t)) — ()] (2.167)

"Wie schon im Abschnitt 2.2.3 angedeutet wurde, ergibt sich dadurch ein Zusatzterm im
Influenzfunktional. Er wird in der Fassung (5.2) des Influenzfunktional deutlich.



gegeben.

Der Einflufl des Bades lafit sich also fiir die betrachteten Anfangsbedingungen
vollstdndig durch die Funktion K(t) beschreiben. K(t) ist aber mittels (2.32)
durch die spektrale Dichte J(w) bestimmt, die daher die relevante Kombination
der mikroskopischen Parameter des Bades darstellt. Desweiteren ist J(w) tiber
(2.21) durch die makroskopische Groe n(w) génzlich festgelegt.

Die Wege ¢(t), ¢'(t) und g(7) lassen sich zu einem Weg ¢(z) zusammensetzen, des-
sen Zeitargument z auf einer Kontur in der komplexen Ebenen verlauft. Bei der
GSI-Kontur fithrt der Weg (2, x) vom Ausgangspunkt (¢ +i0~, zy) tiber (107, z;)
und (—i(hB+07),z;) nach (t —i(hB+07),zy) [86]. Die Kadanoft-Baym-Kontur
beginnt bei (i07, ;) und geht nach (t+:0%, x) und von (t+1i0~, x¢) tiber (107, z;)
nach (—i(hf3 + 07),x;) [59, 87]. Fafit man den zusammengesetzten Weg als ent-
lang der gewéhlten Kontur zeitgeordnet auf, schreibt sich die Influenzphase bei
thermischen Anfangsbedingungen als

Dn (] h/dz/dez—z G(2)q(=z )—%77 /dzq (2.168)

Die quasiklassische Langevingleichung

Auch die propagierende Funktion der Dichtematrix 148t sich semiklassisch be-
handeln. Die klassischen Bewegungsgleichungen lassen sich am besten in den
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

q¢'(t)+4q"(t)
o) = T
y(t) = ') —4d"(t) (2.169)

aufstellen. Ausgehend von faktorisierenden Anfangsbedingungen lauten sie

mi(s) + [ dt'n(s — ) a(t) —im [ dt' Ki(s — )y(t") + 2 9(t — to)
to

to

SV 4 /2 + VI~ y/2)] (2:170)
und

/dt )yt — )+ yenlt - s)
—[V( r+y/2) V'(r—y/2)] . (2.171)

In diesen Gleichungen spielt ¢ die Rolle eines Parameters. Eine triviale Losung der
zweiten Gleichung ist ¥y = 0. Dann gelangt man zur deterministischen Gleichung

/dt’ () + V'(z) = 0. (2.172)



In ihr fehlt die Rauschkraft. Erst bei der semiklassischen Naherung des Pfadin-
tegrales tritt sie auf. Dabei stellt man zunéchst fest, dal die y—Koordinate durch
den Imaginéarteil des Influenzfunktionales mit steigender Badtemperatur immer
starker exponentiell unterdriickt wird. Daher kann man den Ausdruck des Influ-
enzfunktionals bis zur zweiten Ordnung in y entwickeln und erhéalt eine Gaufische
Form fiir die Integrationen, die sich durchfiithren lassen. Dabei nutzt man die
Relation

exp(~0"[y)) = (exp (5 [aru(ném)) (2173

3
der wir in Kapitel 5 wiederbegegnen werden. Insgesamt gelangt man so zu der
Langevingleichung (2.1) in ihrer schon in Abschnitt 2.2.4 erwéhnten quasiklas-
sischen Form [68, 72, 73], in der die Rauschkraft durch die quantenmechanische
Form (2.27) der Kovarianz K;(t) charakterisiert wird.

Bei der exakten quantenmechanischen Behandlung reicht die semiklassische Néahe-
rung nicht aus. Fiir ein beliebiges Potential lassen sich die Integrationen iiber die
Systemfreiheitsgrade jedoch in der Regel nicht durchfithren. Fiir einige Potentiale
gelingt die Losung fiir faktorisierende Anfangsbedingungen mittels spezieller Me-
thoden. Dazu gehoren das Cosinuspotential und das Tight—Binding—Gitter, mit
denen sich diese Arbeit im folgenden beschéftigt.



Kapitel 3

Quantendiffusion auf dem
Tight—Binding—Gitter

3.1 Das Tight-Binding—Modell

Das Tight-Binding-Modell ist
dadurch gekennzeichnet, daf3
sich das Teilchen nur auf diskre-
ten Gitterpunkten aufhélt und
sich ausschlieilich durch Tun-
neln fortbewegen kann. FEs ist
anwendbar, wenn ein periodi-
sches Topfpotential mit hohen
Wiénden bei tiefen Temperatu-
ren betrachtet wird. Die erste
Anregungsenergie hwy innerhalb

Yo

u )
b

eines Topfes mufl dazu sehr viel Abbildung 3.1: Schematische Veranschaulichung des

grofler als die thermische Ener-
gie kT sein.

Tight-Binding—Potentials mit Bias o = qoF/h

Ebenso soll die mit einem Tunnelprozefl verbundene Aufspaltungsenergie hA( weit
unter der ersten Anregungsenergie hwg liegen. Dann ist im thermodynamischen
Gleichgewicht nur der Grundzustand eines jeden Topfes mafigeblich besetzt; hcher
angeregte Zustédnde tragen nicht bei. Liegt eine duflere Kraft an, so darf auch der
Energiegewinn ho je Tunnelprozefl nicht zu Anregungen fithren. Es soll also

fL|0”, hA(), k‘BT < th

41

(3.1)



gelten, wobei den Verhéltnissen der Energien der linken Seite dieser Abschitzung
keine Beschrankungen auferlegt sind.

Bringt man das System durch eine Kraft in ein Nichtgleichgewicht, so muf} die
zusétzliche Bedingung erfiillt sein, dafl in das Teilsystem nicht mehr Energie flief3t,
als es an das Bad abgeben kann. Dies ist fiir spektrale Dichten J(w) = ns,w® mit
s < 2 erfiillt. Die Begriindung dafiir werden wir im Rahmen der Diskussion des
Cosinuspotentials liefern, wobei insbesondere die dort erstmals durchgefiihrten
Rechnungen im superohmschen Regime 1 < s < 2 eine Rolle spielen werden. Fiir
s > 2 dagegen bewegt sich das Teilchen im Langzeitlimes wie schon das Brownsche
Teilchen mit einer renormierten Masse und wird konstant beschleunigt, so dafl
dann der Tight-Binding-Limes zusammenbricht.

Fiir das Tight-Binding-Modell kann man schwerlich ein Potential in Ortsdarstel-
lung finden. Geht man allerdings zur Wannierdarstellung iiber und vernachléssigt
dabei alle angeregten Wannierzustédnde, so erhélt man als Hamiltonian fiir das
Teilchen in zweiter Quantisierung

+00 1 oo

CF und C, sind Fermi-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Der erste Term
beschreibt den Bias durch die duere Kraft F' = ho/qo. Die Gitterkonstante
des Tight-Binding-Gitters bezeichnen wir hier mit ¢y. Die Besetzungsenergie der
Mulde n = 0 haben wir gleich 0 gesetzt. Ag ist das Tunnelmatrixelement oder
auch Hoppingintegral. Es ist durch den Uberlapp der Wannierfunktionen gegeben.
In einer Dimension hat man

Ao = %/dxw(a:) (-—— + V(a:)) w(go+7) | (3.3)

wobei nur Spriinge zwischen benachbarten Mulden zugelassen sind.

Bezeichnet man mit |n) den Zustand des Teilchens, in dem es sich in der n. Mulde
im Wannier-Grundzustand befindet, so erhélt der dem Hamiltonian (3.2) zugeord-
nete Zeitentwicklungsoperator U(t) in dieser Basis eine Gestalt, die einen Hinweis
auf die richtige Behandlung der Pfadintegrationen im Rahmen der Tight-Binding—
Niherung gibt. Dazu fithren wir die Operatoren 7, @ und a* ein, die durch ihre
Wirkung

nlm) = mlm)
am)y = |m-—1) (3.4)
atm) = fm+1)

definiert sind. Damit erhélt der Hamiltonian die Form

1
th = —hon — ihAO(d + &+) . (35)



In der iiblichen Form der zeitabhéngigen Storungsrechnung ergeben sich so die
Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators zu
A s 1A \" t R
WUt m)y= > (7> S [ Dillespl—ioYutit . (36)
i=1

n=|1—m| {u:}

Dabei ist die Kombinatorik der {u;} der Randbedingung

n

Zui:l—m (3.7)

unterworfen. u; hat die Werte +1 oder —1 und gibt dabei die Richtung eines jeden
Tunnelprozesses an.

Auf die Gleichung (3.6) kommt man, indem man die Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators entwickelt, als zeitgeordnetes Produkt im Sinne der
Storungsentwicklung schreibt und schrittweise die drei Terme des Hamiltonians
ausmultipliziert. Anschlieend werden alle Terme derselben Ordnung in Ay ge-
sammelt. Dabei kann zwischen zwei Tunnelprozessen beliebig oft der Muldenener-
gieterm proportional zu n wirken. Summiert man ihn auf, so erhélt man gerade
den exponentiellen Biasterm.

Der Vergleich von (3.6) mit (2.143) ergibt, da8 die beiden Grolen A identisch
sind. Der modellabhéngige Parameter wq tritt in (3.6) nicht mehr auf, da die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Mulde n im diskreten Gitter durch

Py = [ t)d 3.8
A0 = [ i) da (33)
gebildet wird. Der Vorfaktor in (3.6) ist jedoch gerade iiber ein solches Normie-
rungsintegral bestimmt. Man beachte auch, dal der Propagator in Ortdarstellung
ebenso wie die Dichtematrix die Dimension [1/z] hat. In der diskretisierten Orts-
darstellung dagegen kommt diesen Gréflien ebenso wie der Besetzungswahrschein-
lichkeit die Dimension 1 zu. Damit hebt sich der Vorfaktor genau weg. Wie man
sich weiterhin klar machen kann, ist dies auch dann der Fall, wenn man statt der
Oszillator-Grundzustandsfunktion einen allgemeinen Ansatz fiir die in den Mul-
den konzentrierten Zustdnde macht. Driickt man p(x, z;t) in der Darstellung der
Muldenfunktionen aus, so trigt fast ausschliefllich die Funktion |n) zum Integral
(3.8) bei, und es verbleibt das Normierungsintegral (n|n). Genauso kann man
auch mit dem Propagator verfahren. Im Propagator jedoch wird genau dieses
Normierungsintegral fiir die Festsetzung des Vorfaktors herangezogen.

Das Tunnelmatrixelement A gibt im Hamiltonian (3.2) die Bandbreite der Ener-
giezustdnde an. Die Energieeigenfunktionen sind dabei gerade die Blochwellen-
funktionen. Auch im Pfadintegralformalismus 148t sich diese Bandbreite berech-
nen. Sie ergibt sich gerade zu

Erax — Emin = hA . (3.9)



Die Durchfithrung der inversen Wickrotation in (2.143) ergibt fiir jedes Zeitinte-
gral eine Multiplikation mit ¢. Jeder Tunnelproze fiithrt also zu einem Faktor
iA¢/2. Vom Pfadintegral bleiben desweiteren die Integrationen iiber die Tunnel-
zentrenzeiten iibrig. Der Faktor exp{—wy7/2} dagegen verschwindet nach inverser
Wickrotation bei der Bildung des Propagators der Dichtematrix, da er dort auch
konjugiert komplex auftritt.

Parameterrenormierung durch das Bad

Die Kopplung an das Warmebad sowie der Pfadintegralformalismus beruhen auf
der Ortsdarstellung. Daher ist der Hamiltonian (3.2) fiir das Teilchen nicht der
geeignete Ausgangspunkt fiir das weitere Vorgehen. Das Tunnelmatrixelement A
spielt jedoch auch im folgenden eine Rolle.

Aus der Anwesenheit der Badoszillatoren resultiert ein renormiertes Tunnelmatrix-
element. Das Teilchen tunnelt auf einer Zeitskala von Ag'; ihm kénnen daher nur
Badoszillatoren folgen, deren FEigenfrequenzen in derselben Groflenordnung wie
Ay oder dariiber liegen. In einer einfachen Abschétzung beriicksichtigt man den
Einflu} dieser Badoszillatoren durch eine renormierte Masse. Ausgehend von der
WKB-Néaherung des Tunnelmatrixelementes, in der die Masse im Exponenten auf-
tritt, muB man somit auch eine Anderung des Tunnelmatrixelementes erwarten.
Tatsédchlich 148t es sich erneut iiber ein Verhéltnis von Determinanten berechnen,
wobei man das Bad iiber die effektive Wirkung berticksichtigt. Es ergibt sich [16]

A:Aoexp{—q—g/oglw J(w)} : (3.10)

27h Jw. w?

we ist eine passend gewéhlte Abschneidefrequenz. In Endergebnissen tritt sie in
der Regel gerade in einer Kombination mit A auf, in der sie sich heraushebt.
Man erhélt dann ein renormiertes Tunnelmatrixelement A, das nur noch von Ag
und der spektralen Dichte sowie von durch das Potential gegebenen geometrischen
Faktoren abhéngt [16].

3.2 Formal exakte Losungen

3.2.1 Durchfiihrung der Pfadintegration

Im Tight-Binding-Modell ist das Pfadintegral (2.158) losbar [35, 39, 43]. Da das
Teilchen sich auf einem diskreten Gitter bewegt, lauten seine Trajektorien

q(t) = qy wOt—t);
=1



= qOZvZ t—ty) (3.11)
beziehungsweise in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten (2.169)

/ 1 2m
x(t) = O+l _ o XiO(t — ) ;
2 2 =1

y(t) = q’(t)—q”(t)—qoZ& (t—t;) (3.12)

mit 2m = m’ +m”. Zu den Zeiten t; findet ein Tunnelprozef statt; die Koeffizi-
enten u; und v; sowie & und y; legen die Richtung des Tunnelvorganges fest. Die
Trajektorien (3.11) stellen ein vollstédndiges Funktionensystem dar.

Um das doppelte Pfadintegral (2.158) fiir den Dichtematrixpropagator durch-
zufithren, bringen wir die Influenzphase (2.164) durch partielle Integration in eine
geeignete Form:

Oy = = dT /dsy )Q1 (7 — 8)i(s) ; (3.13)
"yl = ——gO/t /Tdsy(T)Qz(T—S)?J(S) (3.14)
mit
Oit) = B / dw w2)sm(wt) (3.15)
Qs(t) = / o 29 (1 cos(wt)) coth (%) . (3.16)
Wir definieren an dieser Stelle mit
Q) = @ult) +in() = L [ COSh(MZﬁ)smhcziﬁ()Mm) (3.17)

eine erneut auf —h( < Imt < 0 analytische Funktion, die man dariiber hinaus
periodisch fortsetzten kann. Sie weist die Eigenschaften

Q(t —it) = Q(—t +i[t — hp]) = Q" (—t —iT) (3.18)
auf und ist iiber ,
Q) = LK () (3.19)
mit K (t) aus (2.32) verbunden.



Wird das Teilchen bei t = 0 in der Mulde 0 prépariert, ist die Wahrscheinlichkeit
P,(t), das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ in der Mulde n zu finden, durch

P,(t) = p(nqgo, nqo, t) = J(ngo, nqo, t;0,0,0) (3.20)

gegeben. Da die Trajektorien (3.12) bei (0,0) starten und bei (ngo, nqo) enden,
muf3

2m 2m
Yoxi=2n und Y &=0 (3.21)
=1 i=1

erfullt sein.

Setzt man (3.12) in das Pfadintegral ein, so ergibt jeder Tunneliibergang im Term
der kinetischen Energie einen singuldren Beitrag. Betrachtet man die Tight—
Binding—Trajektorien als idealisierte Instantonen, erhélt man fiir jedes Tunneln
einen Faktor iA/2 mit dem in (3.10) gegebenen renormierten Tunnelmatrixele-
ment. Hier macht sich die Massenabhéngigkeit des Terms der kinetischen Energie
bemerkbar.

Da iiber alle Wege summiert werden soll, erhélt man also eine zeitgeordnete Inte-
gration

t t tom to
/ ng [t] = / dtzm dtzm_l . / dtl (3.22)
0 0 0 0

iiber die Tunnelzeiten t; sowie die Kombinatorik

(3.23)
{&=%1} {xj==1}

tiber die Klassen {¢;} und {x;}, die den Randbedingungen (3.21) unterliegt. Der
Strich an der Klassenbezeichnung weist auf diese Beschrankung hin.

Der Biasterm erhéalt die Form
2m
G, = exp <—z’025iti> , (3.24)
i=1

die Influenzphase wird zu

q)/ = Z&Xj@l(ti—tj); (325)
>
O = =D EEQat — 1) (3.26)
>

An dieser Stelle fithren wir

Hm = exXp (Z €Z€]Q2(tz — t])) (327)

>7



ein. Insgesamt ergibt sich fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Mulde n

P = ¥ 03 ) [Pl XX e (—wZ@ )

{§] 1} {x;==%1}

1>7 i>7

= (3 ) [ull Y%

{&=21} =1y

X exp (Z &&iQa(ti — ) exp ( > &ix;Qi(t: ))

XGm Hm exp (’l ZSZX]Ql(tZ — t])) . (328)

>7
3.2.2 Das erzeugende Funktional und die ersten beiden

Momente

Bildet man das erzeugende Funktional

Z") (1, 1) = {exp (irq(t Z P, (t) exp (ikgon) , (3.29)

n=—oo

so ist die Summation iiber {x;} durchfithrbar, und man erhélt

{f =1}

Z(tb)(/-z,t) _ i(_l)mAZm/otDm Z exp (—wZ@ )

2m—1
X exp (Z SZSJQQ(tZ — t])) sin(/{qo/Q) H Siﬂ(lﬁ(]o/2 + nj,Zm)

i>j =1
- Y- mNm/ Donlt] S G Hy A(k) (3.30)
m=0 {£ iy
mit
2m—1
A (k) = sin(kgo/2) [] sin(kqo/2+ n;9.m) (3.31)
=1
und )
Miom = D @itk —t;) . (3.32)
k=j+1

Aus dem erzeugenden Funktional lassen sich alle Momente herleiten. Sie ergeben
sich durch Ableiten zu
o"Z(k)

A0 = Gy

(3.33)

k=0



Andererseits kann man aus Z(x) auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten P, (%)
zuriickgewinnen:

n+1/2

P,(t) :qo/ /d/{,Z k) exp(—ikqoT) . (3.34)

1/2

Mit dem erzeugenden Funktional (3.30) ergeben sich somit die formal exakten
Ausdriicke fiir das erste Moment

Q>

m=1 {e =1y

i%_ m— 1A2m/ Do t] Z sm(dZﬁj )

X exp (Z i Qa(ti — tj)) ﬁ SIn(77; 21m) (3.35)

i>j j=1

und das zweite Moment

< > i %g —1)m 1A2m/ Dynlt] > cos (025] ) (3.36)

m=1 {e=%1)’

i>j i=1 j=1

2m—1 2m—1
X exXp (Z §i&Qa(ts — tj)) Z COt(m,zm) H Sin(nj,zm) .

Fiir spitere Rechnungen fithren wir die Abkiirzungen

2m—1
am =[] sin(n; ) (3.37)
j=1
und
2m— 2m—1 2m—1 2m—1
Z Ot 77@ 2m H Sln 77] 2m) = Z Cos(ni,2m) H /Sin(nj,Zm) (338)
i=1 j=1 i=1 j=1

ein. Der Strich am Produktsymbol deutet auf die Weglassung des vorgezogenen
Terms im Summanden hin.

3.2.3 Differenzzeiten und Laplacetransformation

Als néchstes bringen wir die obigen Ausdriicke in eine Form, die vor allem die
Betrachtung des Langzeitverhaltens erleichtert. Mit den Differenzzeiten

Tl:tH_l—tl (l:02m) s (339)



wobei ¢ty = 0 und ?9,,41 = t5 gesetzt sind, und unter Einfiihrung einer é—Funktion
ersetzen wir die Integration iiber die Tunnelzeiten durch die iiber die Differenz-
zeiten und schreiben

/OtDZm[t]:/OoodTo/OoodTl.../OoodTQmé<2§W:Lﬂ_t> . (3.40)
=0

Nun gehen wir zu den nach der Zeit laplacetransformierten Ausdriicken iiber. Die
Integration tiber t lafit sich wegen der d—Funktion direkt durchfiihren. Gleiches
gilt fiir die Differenzzeiten 79 und 73,,, die nur in der Exponentialfunktion der
Laplacetransformation auftreten. Mit den Abkiirzungen

j—1
’7‘@'7]'_1 = tj — ti = Z’Tk (341)
k=i
und
2m
Yjom = Z &k (3.42)
k=i+1
sowie

/00,152m_1[7_] :/Ood’Tl /Ood’Tg.../ood’Tgm_l (343)
0 0 0 0

lauten dann die ersten beiden Momente

(a(\) (3:44)
. @i o _1\ym—1 A2m A X o
=0 m:1( MmA /0 Dop—1[7] exp{ )\Tl,Zm—l}{gjgl}/
2m—1 2m—1 2m
X sin (0 Z gﬂmfj) exp (Z &5;’@2(%’,;’—1)) H sin ( Z ngl(Ti,j—l))
j=1 G>i i=1 Jj=i+1

<ﬁ2(A)> (3.45)
_ QQ—O% i(—l)m‘lAzm /Ooo Dom—1[7] exp{—AT12m_1} D cos (U % gj,zmTJ)

m=1 fe =51y i
2m—1 2m 2m—1 2m

X exp (ZﬁiﬁjQz(%—l)) > cot( Y &Qu(ri 1